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Résumé

La physique statistique permet de faire le lien entre les lois physiques micro-
scopiques et les lois macroscopiques, ou encore comment 1’ordre apparait a
partir du désordre.
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Chapitre 1

Rappels de probabilités



1.1 Introduction

Il existe deux théories en probabilités :

— la théorie mathématique
— la théorie physique : il s’agit de "mettre en relation une théorie mathématique

avec une "réalité physique” extérieure au formalisme”.

1.2 Idéaliser la réalité

On aboutit a un modele a partir d'un phénomene réel.

Ezemple : pour un dé, P(face) = %.

Réalité
physique

FIGURE 1.1 — Idéaliser la réalité

1.3 Définitions élémentaires

Probabilité :
Soit A un événement aléatoire (e.a.).
Soit a une valeur possible de A.
On définit p une probabilité par :

pla) > 0et Y pla) =1

Ici, on considere I’ensemble des e.a. comme étant un ensemble dénombrable

(isomorphe a N).



Variable aléatoire :
X 4 est une variable aléatoire si sa valeur dépend d’un e.a. A.

Px(z) ' proba[X 4 = 7]

Ezemple : soit un dé spécial, avec une face de valeur 1, deux faces de valeur
2 et trois faces de valeur 3.

Px(1)== Px(2)=5 Px(3)=
Propriété :

1.4 Espérance mathématique

E[X] = aPx(z)

Ezemple du dé spécial : E[X]=1X § +2x s +3x 4 =1
Ezemple : spin d’Ising (s = £1)

P(1)==+¢q
1
P(—1) = - —
(—1) 54
L_ o1
7 =1=7%
1 1
Els|=-+4qg—=4q¢g=2
[s] 5Ta—5ta=2

1. par définition



Moyenne empirique :
Soit un échantillon Xy, X5, ..., Xy.

1
A
2 _\"x,
"N
On appelle "Loi des grands nombres” :

lim my = (X)

N——+4o00

Remarque :

N | 100 | 1000 | 10000
my | 248 | 236 | 233

TABLE 1.1 — Illustration de la loi des grands nombres
La loi des grands nombres suppose que (X) existe.

Ezemple d’un cas ou (X)) n’existe pas :
Soit U une v.a., U € N*.

6
Py(u) = = U >1
+oo
u=1
+oo
Z uPy(u) = 400
u=1

(U) ici n’existe pas.

Ezxemple du dé :

N
1 Ny=1 Ny=2 Ny=3
N;_lxizlx N + 2 X N 4+ 3 % N

Avec n,—; le nombre de fois olt on a observé X; = j.

On pose alors f; = n}”\fj la fréquence.
1' ) — P ]
N 11 +11 T ()



Il existe deux interprétations :
— fréquentiste
— Bayesienne

N
1
lim — Y X;=1xP(1)+2x P(2)+3 x P(3)
=1

N—+400

1.5 Variance

0% =) (z— (X))’ Px(x)

ox = écart type
Ezxemple : spin d’Ising
(s) =2q
o2 =1—4¢*

L s2=0.

On remarque que si ¢ = +3, 07

1.6 Loi de Bayes

Définition : A et B sont indépendants si :
Py p(a,b) = Ps(a)Pg(b)
Relations de Bayes (cas général) :
Pap(a,b) = Pap(alb)Pp(b) = Pga(bla)Pa(a)
Pa( ZPABab ) et Pp(b ZPABab
P4 p(a,b) : probabilité d’observer A =a et B = b.

Pap(alb) : probabilité d’observer A = a sachant que B = b.
Pa(a) : probabilité d’observer A = a indépendamment de la valeur de B.



1.7 Variables aléatoires indénombrables

Par exemple, X € R.
On définit la fonction de répartition par :

Fx|z] = proba|X < z]
On définit la densité de probabilité (DDP) par :

Pulr) = < Fy(o)

Fx(x 4 dx) : probabilité que X <z + dz
Fx(x) : probabilité que X < x

= Fx(r+dx) — Fx(x) = probalz < X <z +dz| ~ Px(z)dz

/_ Py =1

o0

(X) = / " (@)

+oo
(X?) = 2% Px (z)dx

Ezemple : Loi Normale ou Gaussienne

1 a—p)?

Px(@) = 2#06_%
(X) =
ox =0’

FIGURE 1.2 — Loi Normale



1.8 Changement de variable :

Soit X une variable aléatoire. On pose Y = f(X), ou f est une fonction
bijective croissante. Py (z) est la DDP associée a X.
Comment déterminer Py (y)?

Px(x)dx = Py (y)dy
Preuve

On pose les fonctions de répartition Fiy(x) et Fy(y).

dFy , . dFy

dy
H(fﬁ) = E(y)—

dx

1.9 Théoreme Central Limite

Soient Xi,..., Xy des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées.

Si (X) existe et si (X?) existe, alors Yy = —1 SV #LX converge en loi vers

une variable aléatoire Normale AV(0,1), ott ux 2 (X) et 0% = (X?) — (X)*.
Définition : Loi Normale centrée réduite

Py(z) & — exp{—Z;}

5

FIGURE 1.3 — Loi Normale centrée réduite
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Ezemple :

X; = +1 proba %
—1 proba %
(Xi) =0
(X7)=1
Ezxemple 2 :
Px(z) = isize[-1,1]
0 sinon
+1
(X) = / Tz =0
L2
1,2
1
(X =2 [ Tde—g =}
) 3
N
1 X;
O %
VN i=1 V3
Yy = Z < N(0,1)
Remarque :
Il faut que (X) et (X?) existent !
Si Px(x) = m (variable de Cauchy), (X) n’existe pas.

1.10 Résumé

— loi des grands nombres : ZN1 X; = (X)

i=

— Px(z)dx = Py(y)dy pour Y = f(X)

— théoréme central limite : \/LN SV X — Vet Yy — Z < N(0,1)

oX

11



Chapitre 2

Marches aléatoires en
dimension 1
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2.1 Introduction

Robert Brown (1827).

Liquide

Molécules

OX

‘ . Mouvemant alaatoire
.,...-""rdE!-:- molécules

FI1GURE 2.1 — Mouvement ”complexe” décrit par Robert Brown

L J

|
At X

FIGURE 2.2 — Position de la particule a I'instant ¢

On va supposer t = n71, n € N.

X?’LT = X(n—l)‘r + DnT

13



2.2 Rappels de calcul de probabilité dans le
cas dénombrable

2.2.1 Moyenne d’une fonction de 2 v.a. conjointes

Soient X et Y deux v.a. de probabilité Pxy(z,vy).

)> = ZZf(x,ZJ)PX,Y(:U’y)

a/ f(X,Y) =g(X) +h(Y)

(f(X,Y)) %, >_.9() + h(y)] Pxy(z,y)

29(@) 22, Py (z,y) + 30, h(y) 3o, Pxy(2,y)
(g(X) +h(Y)) = g(x)Px(x) + > h(y)Pr(y)

On en déduit la propriété suivante :

(g(X) +h(Y)) = (9(X)) + (h(Y))

Bl FXY) = g(X)h(Y)

(f(X.)Y)) = ZZQ (y)Pxy(z,y)
Si de plus les v.a. X et Y sont mdependantes

(XOY)) = 22,2, 9(@)h(y) Px(x) Py (y)
>, 9@ Px(a N2, h(y) Py (y)]

On en déduit la propriété suivante :
Si X et Y sont indépendantes,

14



2.2.2 Moyenne et variance de la somme de 2 v.a.

Soit Z =X +Y.

Mz = px + py
On définit :

65X = X —(X)

Y 2Y — (V)
Variance :

((Z=(2))) 207 = (X +Y = (X) = (1)) = ((6X +6Y)?)

0% = (6X?+0Y?420X03Y)
= (6X?%) + (Y% + 2 (6X4Y)

On appelle covariance de X, Y :
Txy = (6X6Y)

On a donc :
O'% = 0'3( + 0'32/ + 2FX,Y

Si X et Y sont indépendantes,
(0X0Y) = (6X) (6Y)

mais (0X) = (X — (X)) =(X) - (X) =0
— PX,Y =0
Ainsi, si X et Y sont indépendants,

0’% = ai + 052,
On appelle coefficient de corrélation :

A FX,Y

PX)Y
O0x0y

Propriété :
pxy € [—1,1]

15



2.3 Somme de n v.a. indépendantes
Onpose S, = X;+ Xo+--- 4+ X,,.
<Sn> = <X1> + <X2> oot <Xn>

2 2 2 2
O-Sn—O-X1+UX2+"'+O'Xn

Si les X; sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d)

Vi, i =
= (S,) =npet oy =noy
2.4 Mouvement Brownien sur réseau a temps
discret

On rappelle t =nr et X,, € Z x d.
Xp =X 1+ D,

Siles D, sont i.i.d. :
(Xn) = n(Dj)
(Dj) £ (D) =m
Donc (X)) =nm

ain = no? ol 0}, = <(D - (D))2>

Ecriture ” physique” :

t=nT — n=

Equation aux dimensions :

[ﬂ] = [m] = m/s homogene & une vitesse
T[]

On définit le coeflicient de diffusion :
2

o

T

16



2 _ .2
ox, =X Xt

] =m?*/s
X(t) = X,, position a I'instant t.
(X(t)) = vt
((X(t) = (X(1)))?) & 0% = Xt
OX(t) = X\/%

Remarque : v # 0 brise la symétrie.

En I'absence de champ extérieur, le probleme est invariant par la transfor-
mation v — —x

— v=0

Ezxemple 1 :
D — d avec une proba de %
" —d avec une proba de 1

On cherche a déterminer v et y :

— (Dy) = 3d = 3d =0, don v = {2 < 0.

— (D}) =3+ 5(=d)* = &
On a donc 0% = (D?) — (Dn)2 = d?, et ainsi x> = é - g.
D’ou :

Equation aux dimensions :

[d _m
[X] = =—
V7] Vs
Ezxemple 2 :
D _ d avec une proba de % +e
" —d avec une proba de % —¢
On cherche :
— le domaine de définition de ¢
— v
— X

— a interpréter ces résultats

17



Résolution :

= 2de

(D?) — (D,))* = d® — (2de)? = d*(1 — 4¢?)
_dy1 — 4e?
TR

— Sie = |%\, alors Y = 0, ce qui est logique car ¢ = |%] implique que
I’on ait I'une des deux probabilité étant certaine et ’autre nulle, donc
aucune incertitude.

Ezxemple 3 :

D, =uN

avec :
| 41 avec une proba de

v= { —1 avec une proba de

DO | =D | =

et N variable de Poisson telle que :

67’1
PN(TL) = 56_9

Calculer v et x

(D2) = (2N
(1) (%)
()

On sait que (N?) — (N)* = (N) pour les variables de Poisson, et

18



10 + 62
X:
T

2.5 M.A. avec pas variant continument

2.5.1 D.D.P.

Soient X et Y deux variables aléatoires de D.D.P. conjointe Px y(x,y)

G = [[ e Pereg)dady
On montre que :
(9(X) +h(Y)) = (9(X)) + (h(Y))

On peut avoir (g(X)h(Y)) # (g(X)) (h(Y)) mais si X et Y sont indépendantes
alors :

2.5.2 M.A.
(X(t)) =mx(t) =v.t avec v = TD = <13_n>
(X2(t)) — (X()* = x*(1)t
o (D) = (D)

19



Ezemple : Pp(d) = aRect,p|d]
Déterminer «, v et y.

+o0
— On sait que / Pp(e)de = 1.
+0o0 -
Or Rect,p(e)de = b —a.
Dol o = 3.
o b
x 1 b+a
D,) = dz = > —a?) =
(Dn) /Gb—ax 2(b—a)( @) 2
dou v = b;—Ta

Ezemples -

1. Fluctuation d’énergie
Hypotheses :
— on dispose de N atomes
— on note les niveaux d’énergie d'un atome ¢,
— on suppose que (g,) et (¢2) existent
— il n’y a pas d’interaction entre les atomes

E:Z€i—><E>:N<5”>

(0E*) £ E — (E)

N
(6E%) = o?

i=1
(0E*) = No?

OfF — \/NO’8

SN — 1022 — 101 9E . 10-11cc
Si N =102, VN =10" = &~ 107"




On s’attend donc a ce que pour les systemes macroscopiques sans in-
teraction, la valeur moyenne de I’énergie soit égale a la valeur observée
avec une tres bonne précision.

. Moyennes des mesures
Soit d; des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées.

isLlsg

Hypothese implicite : ai existe.

~ S
d: .]QV
2_‘7?‘?1\1
¥ N2
0d
v

1 < 1 <
S YURES T
i=1 j=1
Adg
A2
99T N

21



2.6 Typologie des M.A.

Pp(d|z,,n)=probabilité ou D.D.P. d’observer un pas d’amplitude d sa-
chant qu’au temps n7 la particule est au point d’abscisse x,,.
Si Pp(d|zn,n) est indépendante
— de n — la marche aléatoire est dite stationnaire
— de z,, — la m.a. est dite homogene
— des sites déja visités, la m.a. est dite avec recouvrement
Cas des M.A. sans recouvrement
Ezxemple : polymeres
Si on néglige les recouvrements :

dy ~ vV Na ou o = distance entre 2 monomes

Simulation numérique

(d) ~ N” 6>%

2.7 Application du théoreme Central Limite

Soient X7, X, ..., Xy des v.a. indépendantes et identiquement distribuées.

S, —nm

ann—
Vno

Zp — v.a. — N(0,1)

p—ro

m= (X)) 2 (x)

D.D.P.: Py(z) = %exp(—%)

On écrit souvent en physique

Psy (s) e Nm)z)

1
V2roV/N p( 2No?

Cette écriture est abusive, mais c¢’est une bonne approximation tant que

|Sy — nm| << N?m?

22



Chapitre 3

Diffusion et marche aléatoire en
dimension D > 1
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3.1 Equation de la diffusion en D =1

3.1.1 Cas d’une M.A. sur réseau (cas dénombrable)

t=nrt

W
B

~
|
=

.

D00 O D 00D ~

e
D000 000

FIGURE 3.1 — M.A. sur réseau
y

avec P:(d) probabilité de faire un pas d’amplitude d.
Equation de Chapman Kolmogorov :

P(x,t) =Y Pz —dt—7)P:(d)

oP_ oP 19*P
P(x —d,t —7) ~ P(x,t) — 5T %d—l- Eﬁdz

oP oP 19%P

P(l‘,t) = Z |:P<l’,t) — ET— a_l‘d+ ;Wcﬁ PD(d>
d

Hypotheses :

7 est suffisamment petit

d est suffisamment petit } pour que le DL soit valable

24



7 est suffisamment grand pour qu’on puisse considérer que d résulte d'un
grand nombre de déplacements élémentaires.
On rappelle les résultats issus du Chapitre 2 :

> " dPp(d) = vr = (d)
> (d—{(d)*Pp(d) = X7

d
Apres démonstration, on obtient ’équation de la diffusion suivante :

or __ oP  x'O°P
ot U@x 2 0x?

3.1.2 Cas d’une M.A. continue

deR
Pp(d) = D.D.P.

/ 5Pp(8)dd = v.7 = (6)
/ (5 — (6))2Pp(6)d6 = 2r

On en déduit I'équation de Chapman Kolmogorov :

Plat) = /P(x 6.t — 1) Pp(8)ds

3.1.3 Analyse de I’équation de diffusion dans le cas
isotrope

isotrope £ toutes les directions sont équivalentes
— x et —x doivent étre équivalents
L’équation de diffusion est irréversible car elle n’est pas invariante par ¢t —
—t:

or Y2 0*P
ot 2 Ox2
En revanche, I’équation de propagation d’ondes est réversible :
0?A ,0?A
—_— = —
ot? 0x?

Solutions particulieres quand la particule est en x =0at =0 :

1 x2
Plz,t) = ——exp |——
(@) Veryvt pl 2X2t}

25



3.1.4 Equation avec dérive

oP oP  x?0*P
ot ox 2 Ox?
en milieu infini et si la particule esten z =0at =0

P(a,1) = ﬂ_#ﬂx exp {_%}

3.1.5 Exemple d’application

= - «
LT Y | * e - b
UL - -
wnt e o '.I'I'.;l"I ; l:p = ot

SR e,

ate o."'"-'i:-' e el L
R ORIV

1
WATER COMTAINING

INSOLLIBLE IMPURITIES

FIGURE 3.2 — La sédimentation
Analyse de la solution stationnaire :

oP _
ot
op _yop
v@a:_ 2 O0x2

0

Posons Q(z,t) = 22



— P(x) = Ae® + cste
P(z) — 0

Tr—r00
Cherchons wv.
mI — px = mg
On a une solution stationnaire <— z = 0.
mg

vV=——
!

3.2 M.A. et diffusion en D > 1

1
T2
T —Tr= .
D
op PP 1K , 9P
o2 T gy
Cas isotrope :
V; =
Xz] Xai]
OP AP , P,
— = — = =—V*P
ot 2 Z or? 2 v

Solution en milieu infini quand la particule esten 7 =0at =0 :

P(f, t) 1 [_ Zz’il 7“22]

= ——eXx
(Vort )P P 2
cas D=3
x
r=1y
z
1 x? 1 y? } 1
— P(z,y,2,t) = exp|— X exp|— X ex
@y, 21) V27ty p{ QXQt] V27t p{ 2x%t | \2mty P

= Px(x,t> X Py(y,t) X Pz<Z,t)

27
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3.3 Effet dimensionnel en fonction de D

FIGURE 3.3 — M.A. avec D=2

On pose R, la position a Iinstant ¢ de la M.A.

Proba|R; € Bg| = // P(r,t)dr
Bg

1 si Rt € Bg
> —
vt 2 to, ur { 0 sinon
Nig =Y uy— (Nig) = Y ()
t>to t>to

(Nyy) =Y _ Proba[R, € B:]

t>1o

. : - —1
si B, est petltA, P(7,t) ~ (V2rix) D
Donc Proba[R; € B:] = |B:| x (\/zTrltX)D‘
1 1
N, )= A ——=A — =A'S,
< t()> Z: ( /nT)D Z: n% 0
n>ng n>ng

1 [t
She ™~ —/ —5 dt ne converge que si D > 2
T to t2

28



Chapitre 4

Introduction a la physique
statistique
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4.1 Notion d’espace des configurations

FI1GURE 4.1 — Exemple d'un spin d’Ising

FIGURE 4.2 — Exemple de 2 spins d’Ising

30



FIGURE 4.3 — Exemple avec 3 spins d’Ising

Sur ces 3 figures, on représente une configuration possible par 1 point.
L’espace des configurations correspond au sommet d’un hypercube en dimen-
sion V.

Ezemple 2 : systeme constitué de N atomes
Espace des configurations : espace de 6/N dimensions, car I’état d’un atome

est déterminé par a =

(to)

B SOIE SRR SIS

z
Si on connait @(tp), on connait a(t),Vt > t.
Pour N atomes, X (t) = [z1(t)...21(t) ... 2n(t)] € ROV
Dans le cadre de la mécanique classique, il existe un opérateur d’évolution
déterministe :

X(t) = x:[x(0)]
Propriété 1

Une trajectoire ne peut pas se couper dans le cadre de la mécanique clas-
sique. En effet, si ¢’était le cas, on ne pourrait plus déterminer ce qui se passe.

Propriété 2

x; ' = x—¢ — les équations de la mécanique sont réversibles.
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Ergodicité :

Soit 2 ’espace des configurations. Un systeme est dit ergodique si les seuls
sous espaces de {2 invariants par 'opérateur d’évolution sont @ et €.
L’ensemble w est dit invariant par y; si VY € w, x¢(Y) € w, Vt.

Ergodigue Mon ergodique

FIGURE 4.4 — Représentation schématique

Remarque : au cours de son évolution, un systeme ergodique va visiter toutes
les configurations de ).

Remarque : en mécanique, nos hypotheses impliquent qu’on considere un
systeme isolé.
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4.2 Les différentes moyennes en physique sta-
tistiques

4.2.1 Moyennes en fonction du temps

M (X (t)) £ une fonction de I'état du systeme

Ezxemples : la position du centre de gravité d’un gaz, ’aimantation, la pola-
risation électrique. . .
Moyenne en fonction du temps ¢ :

Ts

MO = / M(X(5)dt

C’est une moyenne que ’on mesure.

1 T2

M(X(t)) = lim
TN, — —o0 T2 _Tl iA
T — 400

M (X (t))dt

4.2.2 Moyenne statistique

DDP si X(t) varie continuellement.

On introduit la loi de probabilité si X (¢) prend des valeurs dénombrables.

de trouver le systeme dans 'état X & l'instant t.

— DDP
Pi(X) = { probabilité
Alors (M[X(2)]) = / M[X|P,[X]dX

Dans le cas dénombrable, (M[X(t)]) = > M(X)P[X].

4.2.3 Conséquences de ’ergodicité

Si le systeme est ergodique, M (X (t)) ne dépend pas de I'état X (0).
Le verre et le caoutchouc ne sont pas ergodiques (ils se dégradent, coulent,
changent de phase...).
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4.2.4 Stationnarité

Un systeme est dit stationnaire si (X)) ne dépend pas de .
Conséquence : (M[X(t)]) ne dépend pas de t.
On admettra que pour les systemes ergodiques et stationnaires :

(M(X(8))) = M(X(1)
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Chapitre 5

Distribution micro-canonique
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5.1 Définitions et hypotheses

Le systeme n’échange pas d’énergie et de particule avec 'extérieur.

H(X) %= énergie du systeme quand il est dans 1'état X

H(X)=FE <= seuls les états pour lesquels H(X) = E possedent une probabilité non nulle.

— LsiHX)=E ~ . ¥
P(X)=4¢ Ne avec Ng le nombre d’états pour lesquels H(X) = E
O0si HX)#FE

En mécanique classique, P(X) = cste, car ¢’est une DDP.
Pour Boltzmann, ’entropie est S = kgln <NE>

Ezemple : spin d’Ising
N spins — 2V = Ng, alors S = NkpIn(2).

5.2 Entropie partielle

m[X] £ une grandeur qui définit le systéme (aimantation, polarisation. . .)

wim]dm = card { X|m[X] € [im;m + dm]}
S(m) = kg Injw(m)dm)|

Probabilité de trouver m ~ m(avec une précision dm):w(?\lfym
E
Un systeme isolé préparé avec m(X) € [mg; mo+dm]| évolue afin de maximiser

son entropie partielle : c¢’est le principe du maximum d’entropie.
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5.3 Equilibres

5.3.1 Contexte général

X1

FIGURE 5.1 — Systeme isolé

Hypotheses :

T = T + X9

ST = Sl(:cl) + SQ(SL’Q)

N=N N

N : nombre total de configurations

N; : nombre total de configurations de la partie j

A Véquilibre, S;(21) est maximal

I

—

5.3.2 Equilibre thermique

r; = E; Ey+ FEy,=Er

0S:

oSt __ 0

o

8x151(:c1) =0

31151(%) +?$1SQ(IT — Il) =0

—833252(952)
O, S1(21) = 0y So(2)  avec xe = xp — 14

0S5

0E, 0,

En thermodynamique, on a dE = TdS.

, . .18
Définition : T = 35
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Résultat 1 : A 1’équilibre thermodynamique on doit avoir T} = T5.
Résultat 2 : Hors équilibre, on doit avoir dSp > 0.

95, 08, o
— 8ST = a_E‘ldEl + a_EédEQ mais dE; = —dEs
051 05
=== — == >
dSr (aEl 6E2)dE1—O
dSr = (Ti—Ti)dElzo
1 2

SiTy > 1T, dE; < 0.
L’énergie part du corps chaud vers le corps froid.

5.3.3 Equilibre mécanique

951 _ 952 95 _ B
or = av2- On pose =T
[S] = J.K!

A Déquilibre, Ty = Ty et P, = P,.

5.3.4 Equilibre chimique
x; = N; (nombre de particules) N, + Ny = Np

A )4 13 851 _ 852 Lo (951
A Téquilibre, N = o On pose T =35

i £ potentiel chimique & 1’équilibre T} = T et 1 = pis.

9SSy 9y
dSp = 52 dE + S 5dV 4 SdN

1 P W
dsS = TdE + TdV — ?dN

dE = TdS — PdV + pdN
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Chapitre 6

Distribution canonique
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6.1 Distribution canonique

Thermostat

Systéme

LY
r

FIGURE 6.1 — Le systeme est en équilibre avec un thermostat (beaucoup plus
grand) avec lequel il peut échanger de 'énergie mais pas de particule.

Le thermostat et le systeme sont isolés, on peut donc leur appliquer la
statistique micro-canonique.

Etat du systéme + Thermostat, = (X, Y)
N s N——_——

-~

X Y

P(X,Y)= %, avec N le nombre total de configurations.
Si 'état du systeme est fixe,

HAY]+ Hr[X] = Er

Quand X est fixé, Hy[Y] = Er — Hp[X].

P(Y|X) = =L, avec N(X) le nombre de configurations quand X est fixé.

NX)
Or P(X,Y) = P(Y|X)P(X) = P(X)= 230
— P(X) = M
N
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Sa(Eq) = S(Er — Hr(X))

So(Hr[X]) = Sa(0) + 57 Hr[X]

Sa[X] = Sa(0)

oS HA[X]

" 9Eq

Sq(0) _ Hp(X)

P(X) = Ae *5 e *sT

Hg(X)

On introduit g = LT et on note Z = Zjg.

On en déduit :

Zsg =7 Y xPs(X)=1

kp
Pﬂ X)=——o
Zg
Zy = Z e BHa(X)
X

Statistique de Gibbs - Distribution canonique

i

FI1GURE 6.2 — Exemple de sédimentation
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nga:i = H[X]
i=1
T
X = :
TN
75""/9221'\7:1 T4 1 N
e
PalX) = = e
Zp Zg i=1
Z/gz/ / 6_’8mgz:1_1ch dz, dzy
T TN
Zg= [ e Pmem dg; x X/ e PmITN  dy
1 TN

On a vu avec I'équation de diffusion que P(X) = e * avec k = L

Ici, Py(z) = e Pmoe

2
_— X _ 1 _ kT
Zmg ~— Pmg ~ myg

2k
X kT
2 Ju

Pour une particule sphérique, la formule de Stockes donne :
w = 6mna
avec a le rayon caractéristique et n la viscosité. D’ou

X2 . ]{?BT

2 6mna
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6.2 Relation avec la thermodynamique

—BH[X

Ze%
<mm>:zkﬁ&@i
—0p ZX _M;

__ 9373
Z3

= (H[X]) = =95 In(Zp)

Zg va avoir un role central, c¢’est une fonction de partition.

Entropie :

Py[x] = S

kp m( ) = ki m(N[ ]) — kp In(Ps[X])
St = So(X) — kpIn(Ps[X])

<ST>X = <SQ[X]> = kB <1n(P [X]))
(Sal Z Ps(X ) est 'entropie moyenne du thermostat.

—kp ZX P(X)In(Ps(X)) = Siotale — Sthermostat
= entropie du systeme

Si on admet (comme le postule la thermodynamique) que 'entropie est ad-

ditive :
= —kB Z PB 111 PB ))
Hors d’équilibre, on avait Sp = —k:B > P(X)In(P(X))

A Téquilibre :

5= —kn Y e M ( —BH[X])

~ s Zgs
e~ BH[X] e—BH(X]
Sg = —kp 7 —B)H(X) — kp 7 (—1In(Zg))
3 3

X
Ss =+ (H(X)) + kpn(Zy)
Eﬁ - TSﬁ = —/{,‘BTIH(ZQ)

Fﬁ = —kBTln(ZB)
Fjp est I'énergie libre.
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6.3 Couples de grandeurs intensives/extensives
conjuguées

Le produit doit étre homogene a l’énergie.

mécanique | P V

F P

électricité | V Q
magnétisme | h | M (aimantation)

chimique | p N

6.3.1 Valeur moyenne a I’équilibre d’une grandeur ma-
croscopique

MI[X] : valeur de la grandeur macroscopique quand le systeme est dans
la configuration X.

Mg = (M[X]) 5 : moyenne avec la loi de Gibbs et a la température T telle
1

que B = T
Exemples :
M[X] : aimantation
polarisation électrique

charge électrique
déformation

La physique microscopique nous montre que souvent :
Hy[X] = Ho[X] — hM[X]
exp (—f [Ho[X] — hM[X]])
Mg = Z M[X] T

z€Q

ot Zgp = peqexp (= [Ho[X] — hM[X]))
Mﬁ = %ah 1D(Zg’h)

dFs), = —SppdT — PgpdV — Mg ,dh
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6.3.2 Susceptibilité

Mh.h

FIGURE 6.3 — Hypothese si Mgy =0

Mgy, = Mg+ Z8np 4

Si |h‘ << 1, Mg}h = Xgh
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6.3.3 Fluctuation a I’équilibre thermodynamique

o2, : variance des fluctuations de M[X]. o3, = (M[X] — (M[X]))?)

F
L MIX?]

]
lL\/U D

FIGURE 6.4 —

On montre que :
o3, = kpTx

7 — Z e BHIX]

€
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Chapitre 7

Exemples d’application
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7.1 Systeme de particules sans interaction et

discernables
T
X = xz avec x; I’état de la particule n;
TN

N
sans interaction = H[X] = e1(x1) + ea(xg) + - - - + en(an) Z gi(x
=1

Quand il existe des interactions on peut par exemple avoir

H[X]= Zgl x; —|—ZZA T, ;)

i=1 j=1

Zs = Z —6H (X] Z Z Z —B(er(1)++en(zN))

r1 X2

7y = (Z e—ﬂemxl)) "o x (Z e—ﬁw(m))
1 TN

43 = 2122... 2N

Dans ce cas, il suffit de calculer z; = Ze’ﬁsi(“). Si de plus les particules
i
sont identiques, &;(z;) = e(z;), donc z = Z o Be@)

xT

ZﬁZZN

Si les particules sont sans interaction et discernables,

—Bei(x;)
Pi(z;) ==

24
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7.2 Exemple du systeme a deux niveaux

AE=E:-Eo

Eo

FIGURE 7.1 — Systeme a 2 niveaux

Hypothese : les particules sont identiques et discernables.
25 = e=PEo | o=BEL — e—ﬁEo(l + e—ﬂAE)
Fg = —kgTNIn(1+ e PAF) + NE,
Eg =Us = —03(8Fp)

AEe PAE

P BeBAE + NEo

siT — 0, 8 — 00, donc Eg — NEj
siT—>oo,ﬁ—>0,doncE5—>N@
F = E-TS
= U-TS
— TS=F-F = S=EF
S = kyN In(1 + e PAF) 4 NAE P00,
SiT — 0, 8 — oo, donc Sg — 0. Quand T" — 0, X — 1 seule
configuration.
SiT — 400, f — 0, donc Sp = kN In(2). Quand 7" — o0, tous les

états sont équiprobables, on a donc 2V configurations.
ki ln(NE) = Nkpln(2) = Np =2V
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4 HIXM]

. 4 ﬂvft
L/

FIGURE 7.2 — Variance des fluctuations de 1’énergie

op = —0sEp
2 ,—BAE
0125 = ]E]ﬁ_f—fm}a)z = Op = A\/N
— op est négligeable devant les différences d’énergie entre T = 0 et
T = +o0.
AE

— 0% ne dépend que e T
— o est maximal quand T — +00.

7.3 Remarque sur la théorie des gaz parfaits
Soit une particule dans une boite cubique de coté L et de masse m.
k2
Enm,ny,nz = 3m L2 (n:c + le +nz )

(nz,ny,nz) € N
Fonction de partition pour une particule :

5= Y Zexp( O (na? 4y >>

nz>0ny>0nz>0

Si T n’est pas trop petit, on peut remplacer les sommes par des intégrales :

3
2
2g = bV /kgT avec b = ( 2?) etouV =13

3
Dot By = 5 NksT
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Interprétation : on a NV particules, et chaque particules a 3 degrés de liberté.
- Eg:NX?)X(%k'BT)

Entropie :
S=NkpIn(V)+ NA

Si So

FIGURE 7.3 — Systeme divisé en 2 sous systemes

Sl+52 = ﬂk‘Bln( ) ﬂ NkBln( ) %A

2
3
25 = bV VET avec b = ( ) et V = L3,

Avec la paroi :
51+SQ Nk:Bln( )+NA
AS = kN In(2)

Sans la paroi :
ST == NkBIIl(V> +NA
AS == ST — Sl — SQ == ]{JBN(IH(V) — ln(%)) == ICBN ln(2)

Il faut considérer ici que les particules sont indiscernables, c¢’est un postulat
de la physique quantique.

Avec Z = Nk .S = k:BNln(%) + N A : il n’existe plus d’entropie de mélange.
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Chapitre 8

Distribution grand canonique
et quantique
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8.1 Statistique grand canonique

Thermostat

Systéme

LY
r

FIGURE 8.1 — Statistique grand canonique

La différence avec la statistique canonique est qu’il peut y avoir des
échanges de particules (voir Figure 6.1 et Figure 8.1).

X : configuration avec un vecteur de dimension variable.

e P(H[X]-uN[X
Pﬁ(X) — ( [H;,VM 29))
Ou H[X]=énergie quand le systeme est dans I’état X
N[z]=nombre de particules quand le systeme est dans I'état X
p=potentiel chimique

Fonction de grande partition :
\Ifgﬂu = —]CBTII’I(HQ’#>

Ep = >x H[X]|Ps[X
Ngy =25 N[ X]ps[X
On montre que Ng, = =0, Y3 .

Hpy = >y exp(—B(H[X] — uN[X]))

Preuve : analogue a celle du canonique mais en considérant N[X]| (nombre
de particules) pouvant varier.

Y

H[X]=énergie de la configuration X
Ny = (N[X])s, = 0.kpT log(Hpg,) et le grand potentiel est —kpT log(Hg ).
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Exemple de I’absorption :

A I'équilibre
.'” I,J{gaz

e

FIGURE 8.2 — Le systeme est constitué des molécules sur la surface

Osin; =0

Modele : énergie du site nOi:{ .
—esin; =1

ksT

FIGURE 8.3 — Modele

Fonction de grande partition :
Hg, = O"s avec © =1+ f(u+¢) et Ng le nombre de sites.

Probleme : que dire de p?
On a pour un gaz parfait :

3
Energie libre Fg = —Nk:BT[ln( ) + In(b) + 1], avec b = (\/%I:;W)

Or pu= 6N, donc p = k:BTln< ) ou Py = kgTh
Nﬁhu_<N[X]>6M 8 v
eBlute)
= Nﬁ 7 = NsT e TteBlute)
NgPebe
Ng, = ————
Bop P() + PePe
2 2
Py = 7]‘? (kgT)?
B



8.2 Distribution quantique

8.2.1 Introduction

Il existe deux types de particules : les bosons (photons), particules dont
le spin est a valeur entiere, et les fermions (électrons), particules dont le spin
est & valeur entiere + 3.

Le principe d’exclusion de Pauli peut se résumer approximativement de
la maniere suivante : <« deux fermions ne peuvent pas étre dans le méme état
quantique >. Il est a noter cependant que ’on peut trouver plusieurs bosons
dans le méme état quantique.

Méthode statistique :

ensemble
d'états
quantiques

FIGURE 8.4 — Systeme

0 =Y e flearima)

acw

8.2.2 Distribution de Fermi-Dirac

Un fermion : @ = 1 état quantique.

0

Deux possibilités : n, = { 1

0, =¢ + eBlea—p)

Posons g, le nombre d’états d’énergie ¢,,.
@ga = (1 _|_ eﬁ(ia—u)>g°‘
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FIGURE 8.5 — Dégénérescence du niveau «
(nay = —0,V, d'ou :

(na) = L
1 + eBlea—n)

8.2.3 Statistique de Bose-Einstein

Soient des bosons pour un état quantique n, =0,1,2,...,00.
O, = 1+ eflea—n) 4 26(ca—n) 4

a—m\" — 1
@1 = Zn:O (eﬁ(g N)) — 1—eBu—ea)
Si la dégénérescence est g, :

_ 1
@ga -

(1_55(M*5a))ga
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Chapitre 9

Fractal, chaos et complexité
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9.1 Fractal

L

I

densité
longueur L

FIGURE 9.1 - 1D - m = pL

FIGURE 9.2 - 2D - m = pL?

FIGURE 9.3 — 3D - m = pL?
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Exemple : la marche aléatoire

m

FIGURE 9.4 — Marche aléatoire

L=pyn = n:’;—;
]\4:11771:%[/2

Dimension fractale de la marche aléatoire avec recouvrement : 2

9.2 Chaos

Systeme de Lorenz :

Op(t) = o(y(t) — x(t))
Ory(t) = px(t) — y(t) — z(t)=(¢)
Oz(t) = z()y(t) — Bz(1)
CI1 CI2
1(0) 2(0)
yi(0) | = | %2(0)
21 (0) ZQ(O)
Pour certaines valeurs de o, p, 3, il existe to tel que si t > to, | y;(t) | sont

tres différents pour 7 = 1 ou 2, donc tel que le systeme est chaotique.

9.3 Théorie du chaos déterministe (éléments)

Oy = F(w,t)

F est une fonction non linéaire.

T, F e R?

Systeme sensible aux conditions initiales.
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Ty — Oy = F[z;] avec comme CI z

Ty — O, = F[z,] avec comme CI 2/

On peut avoir z; tres différent de z;" méme si zg >~ 2y’ si I'espace des confi-
gurations est de dimension > 3 et si £ est non linéaire.

Soit 1y une solution stationnaire, c’est a dire telle que F'(1y) = 0 (on suppose
qu’il n’existe pas de dépendance explicite par rapport a t).

z(0) = g + 02y ) )

F(z) = F(up + 6xy) = F(ug) + Zj O, F(T4) | = 07 (t)

o __
5 = O

8t(5.ft = Zj axjp<do)5l'j<t)
Si _M est diagonalisable, il existe 7 unitaire et D diagonal tels que M =
u.D.

S

0,6%; = 0D
0y (u.677;) = D.(u.677)
0,07 = D.0T; et 3,0y:(t) = Midyi(t)
o Y1 oy1(t)
SiD= et 0y; =

Un dyn (1)
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Chapitre 10

Eléments sur les transitions de
phase
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10.1 Introduction

Il existe une chaleur latente typique des transitions de phase du premier
ordre : il y’a coexistence des deux phases. Il existe aussi des transitions de
phase du second ordre.

<H>

Tc

—

FiGure 10.1 — Exemple du ferromagnétisme

T =T, 4

t = température réduite
T,

Définition d’Ehrenfest :

Une transition de phase du premier ordre correspond a une irrégularité dans
une dérivée premiere de I'énergie libre.

Une transition de phase du second ordre correspond a une singularité dans
une dérivée seconde de I’énergie libre.

Notions sur les exposants critiques pour les transitions de phase du second
ordre :

n(t) = (—t)° pour t < 0

X)) =1t t>0ety>0

Cn(t)=t|™, t>0eta>0

a, B, sont des exposants critiques.

Il existe des classes d’universalité pour les exposants critiques pour les systemes
a < interactions proche voisin >.
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X

FIGURE 10.2 — Susceptibilité x(t) = |¢t|~7

< H >=xh
o = kgTx(t)

10.2 Solution de charge moyen

Valable quand il existe des interactions a longue portée.

S = spin d’Ising = { j_Li
S

X=1":
SN

N
H[X] :—JZSiSj—hZSi avec J >0

i=1

1,J
Quand b =0, H[X| = —=J Y _ S;5;.
12
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F1GURE 10.3 — Représentation du systeme

Hypothese : Un spin interagit avec ses V' plus proches voisins.
ZB fd ZX e_BH[X]

- [—szev, Si8;—hS]

On peut montrer que P3(S;) = B Ty S V)
J e JeV;

Solution du champ moyen S; — (S =

eﬂVJmSi-l-hSi

Pp(S;) ~ BVImth 1 o—BVIm—h

<Sz> =+1x Pg(—‘rl) —1x Pg(—l) =m

eBUIMV+h) _ o—B(JmV+h)

e eBImVth) 4 o—B(ImV+h) H(BImV + h)
Cas h=0:
m =H[fIJmV] = H[z] = ,BJVx S
T

FIGURE 104 - Cas h =0
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